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� � 摘 � 要: � 本文提出一种新的适用于各种复杂色散媒质的时域有限差分法,将色散媒质表征为一组无限冲激响应

滤波器( IIR) ,由此导出基于介电常数和导电系数的时域有限差分方程, 并对算法的稳定性条件和数值色散关系进行

分析.这种改进的 FDTD能分析与频率有关的电磁场问题. 为验证该方法的有效性和可靠性, 本文用冲激响应不变法

设计 IIR滤波器模拟色散媒质, 并对高斯脉冲入射色散媒质的情况进行数值模拟, 结果与解析值完全吻合.
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Abstract: � A new frequency dependent FDTD method using DSP is presented for arbitrary frequency�dispersive medium. The
dispersivemedium is characterized as a set of infinite�impulse filters ( IIR) . Two algorithms employing frequency�dependent permittivity

and frequency�dependent conductivity are derived.Their stability criteria and numerical dispersion are also studied. In order to demon�
strate the effectiveness of this approach, several numerical examples are given in this paper.
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1 � 引言
� � 时域有限差分法( FDTD)是一种分析时域电磁问题的全

波方法. 时域有限差分法[ 1, 2]对于与频率有关的电磁场问题

无法直接应用. 近年来, 人们对与频率有关的 FDTD法 ( FD�
FDTD)的研究,并有了相关算法的报道, 如离散卷积[3, 4]、直接

差分[ 5]和 Z变换[6]等. 本文利用数字信号处理( DSP) 技术[ 7]

进行无限冲激响应数字滤波器( IIR)设计, 较为成功地用 IIR

数字滤波器模拟了色散媒质的色散特性. 在此基础上分别推

导了基于等效复介电常数和复电导率的两组 FD- FDTD 方

程,并两组方程的稳定性及适用性进行了比较研究.

2 � 方法

� � 本文主要以均匀、各向同性的电色散媒质(即 �= �0)为

研究对象.两组 FD�FDTD方程分别基于: ( 1)介电常数滤波器

D( z ) = �( z ) E ( z ) (方法 1) ; (2)电导系数滤波器 Jc( z )=  ( z )

E ( z ) (方法 2) .

2�1 � 介电常数滤波器法(方法1)

� � 用介电常数描述媒质的色散性 ,考虑无源情况下的时域

安培定律:  � H ( t) =
!D( t)
!t

(1)

其中 D( t) = �( t) * E( t ) (2)

对式(2)式进行 Z 变换, 若将 E ( t)视作系统输入信号,

D( z )为输出信号, 则复介电常数 �( t)为该系统传输函数:

�( z )
�0

=
b0+ b1 z
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- 2+  + bN

b
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- ( N
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(3)

根据 DSP技术, 由式( 3)可直接导出色散媒质的时域差分

方程[ 7, 8] ,考虑沿 x 向传播的一维平面电磁波( Ez , H y ) , 其FD

- FDTD 方程如下:

H n+ 1/ 2
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类似地可导出二维或三维FD- FDTD方程组.

2�2� 电导系数滤波器(方法 2)

将时域安培定律写为电导系数的形式(同样只考虑无源

区) :
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 � H( t )= �0�r
!E( t)
!t

+ Jc( t) (5)

其中 �r 为常数, 即非色散的,而 Jc( t) =  ( t ) * E ( t) (6)

同样将电导率  ( Z )视作系统传递函数, 表示成以下形

式:

 ( z ) =
d0+ d1z

- 1+ d2 z
- 2+  + dNd- 1z

- ( N
d
- 1)

1+ c1z
- 1+ c2 z

- 2+  + cN
c
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c
(7)

相应的一维 FD- FDTD方程为:

En+ 1
z , k+ 1/ 2= En

z , k+ 1/ 2-
∀t

�0�r∀x
[ H n+ 1/2

y, k+ 1- H n- 1/ 2
y, k ] -
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�0�r

J n+ 1/ 2
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(8)

在FDTD跌代中, 电场强度、电通量密度的值 t = n∀t 是

时刻的,而磁场强度的值则与它们相差半个时间步长, 因此感

应电流密度取平均值,在 z 域中则表示为:

J c , k+ 1/ 2( z )=
1
2

( J c , k+ 1/ 2( z )+ z - 1J c, k+ 1/2 ( z ) ) (9)

式(8)可以写成: Ez , k+ 1/ 2F ( z )= -
∀t

�0∀x
[ H y, k+ 1- H y, k] (10)

其中: � F( z )= �r ( 1- z - 1) +
∀t
2�0

(1+ z - 1 ) ( z ) (11)

写出 F ( z )的有理式形式:

� F( z ) =
e0+ e1z

- 1+ e2z
- 2+  + eN

e
- 1 z

- ( N
e
- 1)

1+ c1 z
- 1+ c2z

- 2+  + cN
c
z - N

c
(12)

其中: e0= �r + ( ∀t / 2�0 ) d0, e= �r ( c1- 1) + ( ∀t / 2�0 ) ( d0+

d1) ,  en= �r ( cn- cn- 1) + ( ∀t/ 2�0 ) ( dn+ dn- 1) , N e= max {N c

+ 1, Nd } .于是基于导电系数的一维FD- FDTD方程为:
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二维或三维方程组可同样导出.

2�3 � 方法比较

如果将法拉第定律也表示成式 (10)的形式, 则对复介电

常数模型有:

F ( z )=
�( z )
�0

(1- z - 1) (14)

�( t )和  ( z )可以通过式( 15)转换:

�( t) = �0 [�r+
∀t
2�0

( 1+ z - 1)

1- z - 1  ( z ) ] (15)

但这样可能使模拟色散媒质特性的 IIR滤波器的传递函数阶

数增高,从而增加计算复杂度, 更好的方法是采用式(14) .

以肌肉为例,考虑一种肌肉组织的近似模型:

�( #)= �r+
�1

1+ j#∃
+

 
j#�0

(16)

用冲激响应不变法进行 IIR设计, 得到传递函数:

�( z ) =
b 0+ b1z

- 1+ b2z
- 2

(1- z - 1) (1- e- ∀t/ ∃z - 1)
(17)

其中 b0= �r+ �1∀t/ ∃+  ∀t/ �0 , b1= - �r (1+ e
- ∀t/ ∃

) - �1∀t/ ∃

-  ∀t/ �0e
- ∀t/ ∃, b2= �re

- ∀t/ ∃. 由于该传递函数包含一个单位

圆上的极点, 会使算法出现不稳定.但如果应用式(14)则可以

得到式( 18)表示的传递函数:

F( z ) =
b0+ b 1z

- 1+ b 2z
- 2

�0( 1- e- ∀t/ ∃z - 1)
(18)

上式剔除了单位圆上的极点, 从而提高了 FD- FDTD算法的

稳定性.

3 � 数值稳定性及数值色散

� � 由于 FD- FDTD算法中引入了 IIR滤波器模拟色散媒质,

因此与传统 FDTD方法相比, 其数值稳定性和数值色散都更

为复杂, 不仅与网格剖分、信号频率及波在网格中的传播有

关, 而且与滤波器系统的稳定性(极点)有关.

考虑均匀色散媒质, 安培定律在 z 域描述为(以 Ex , 场分

量为例) :

Ex, i, j , k+ 1/ 2F( z ) =
∀t
�0

{
1
∀y

[ H z , i, j + 1, K- Hz , i, j , k]

-
1
∀z

[ H y, i, j , k+ 1- Hy , i, j , k] } (19)

定义一种类似于 z变换性质的空间变换:

!A ( U, V, W, Z) = ∀
N
i

m = 1
∀
N
j

n= 1
∀
N
k

P= 1

A ( Z) UmVnWP (20)

式中 N i , Nj , N k 表示 FDTD的空间网格数, A 表示任意场量.

对式(19)应用这一变换:

!ExF( Z )=
∀t
�0

[
1
∀y

( V- 1- 1) ∀H z-
1
∀z

( W- 1- 1)∀H y ] (21)

类似的可以得到:

( Z - 1) ∀H y=
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�0
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1
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( Z- 1) ∀H z=
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�0

[
1
∀y
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1
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(1- U)!Ey ] (23)

将式(22)、(23)代入(21)得到 FD- FDTD的色散关系通式:

( Z - 1)!ExF( z )=
∀t2

�0�0
[
1

∀y 2
( V- 2+ V- 1) !Ex+

1

∀z 2
( W- 2

+ W- 1) ] !Ex-
1

∀x∀y
( V- 1- 1) (1- U)!Ey

-
1

∀x∀z
( W- 1- 1) (1- U) !E z (24)

在无源区上式可以写成以下二阶齐次偏微分方程:

( Z - 1)!ExF( z )=
∀t2

�0�0
[
1

∀x 2
( U- 2- U- 1) +

1

∀y 2
( V- 2+ V- 1)

+
1

∀z 2
( W- 2+ W - 1) ] !Ex (25)

若令式(20)的变换为: U= ej kx∀x , V= ej ky∀y , W= ej kz ∀z , 并令

Z= ej#∀t ,则 :

( ej#∀t- 1) F( Z) =
∀t 2

�0�0
[
1

∀x 2
sin2(

kx∀x
2

)+
1

∀y 2
sin2 (

ky∀y
2

)

+
1

∀z 2
sin2(

kz∀z

2
) ] (26)

将变量 Z 看作 FDTD中场强从时间步 n 到n+ 1的增益,

线性系统的稳定性条件要求| Z | < = 1. 因此 FD- FDTD 中的

空间和时间步长的取值必须使方程(26)的所有根都满足 | Z |
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< = 1 ,这就是 FD- FDTD的稳定性条件.

上述推导对有源区仍然适用, 但必须将式 (25)改写为二

阶非齐次偏微分方程,即加入电流源 J s 的影响.

4 � IIR滤波器设计

� � 典型的 IIR滤波器设计方法有冲激响应不变法、双线性

变换法及比特沃思设计方法等,受篇幅限制, 本文主要讨论冲

激响应不变法在色散媒质模拟上的应用, 其它方法将另文讨

论.

冲激响应不变法是将数字滤波器的单位取样响应当作模

拟滤波器冲激响应的等间隔取样. 实际上是将 s 平面中每一

带状区(虚轴上每一段长为 2%/ T 的部分)的左半边映入 Z 平

面单位圆内.设一阶模拟系统为: G( S ) = A / ( s + &) , 其数字

转移函数为:

H ( z )=
∀t#A

1- e- &∀tz - 1
(27)

若二阶模拟系统为: G( s ) = ∋/ [ ( s- &) 2+ ∋2] , 则其数字转移

函数为:

H ( z )=
∀t# ze&∀tsin( ∋#∀t )

z 2- z [ 2e&∀t cos(∋# ∀t) ] + e2&∀t
(28)

任意系统 G ( s )总可以分成一阶和二阶系统的并联或级

联,所以由式(27)、(28)可实现任意系统的数字转换. 值得注

意的是,在通常的数字滤波器设计应用中, 为避免严重的混叠

失真,冲激响应不变法一般仅适合于限带滤波器设计. 但在本

文的应用中,由于媒质色散特性的任意性, 不能用某种标准的

低通、带通或高通滤波器来表征媒质, 正好可以利用冲激响应

不变法的混叠效应,更好地模拟媒质的色散性 .

5 � 计算实例

� � 为了验证上述方法的正确性和有效性, 本文给出了两个

算例.

5�1 � Debye型色散媒质的 IIR滤波器模拟

Debye 型色散媒质的相对介电常数的频域函数描述

为[3] :

�( #)= �∃ +
�s- �∃
1+ j#∃

(29)

转换到 Z 域,媒质的色散关系表示如下:

�( z )=
b0+ b1 z

- 1

1+ a1 z
- 1 (30)

式中参数应用冲激响应不变法得到:

a1= - e- ∀t/ ∃, b0= �∃ +
( �s- �∃ ) ∀t

∃
, b 1= - �∃ e

- ∀t/ ∃ (31)

设水的参数为: �s= 81, �∃ = 1�8, ∃= 25ps.用上式建立 IIR

数字滤波器, 并计算其频域特性, 即幅频响应及相频响应特

性,并与色散媒质的实际频域特性进行对比, 结果如图 1 所

示.图中实线代表色散媒质的实际色散特性曲线,加号代表

IIR数字滤波器的响应曲线. 图1( a)为幅频响应曲线, 图1( b )

为相频响应曲线.显然, 采用冲激响应不变法设计的滤波器能

非常好地表征、模拟 Debye型媒质的色散特性.

图 1� 水的频域特性

5�2� N阶色散媒质瞬时传播特性和反射系数

在以上基础上为了进一步验证上述色散媒质用 FDTD法

分析和计算的有效性和正确性,我们推导出了色散媒质的时

域有限差分方程组, 并采用这种改进的时域有限差分方法进

行色散媒质瞬态电磁特性的分析与计算. 我们分别计算分析

了脉冲平面波垂直入射于自由空间和 N 阶色散媒质(Lorentz

型)分界面的情况.取 4 阶色散媒质, 即含有两个二阶 Lorentz

极点的媒质, 其介电常数的参数取: �s = 3�0, �∃ = 1�5, f 1=

20GHz, f 2= 50GHz, (1= 0�1#1, (2= 0� 1#2, G1= 0�4, G2= 0�6.
计算中取时间步长 ∀t= 0�0625ps, ∀x= 37�5�m ,垂直入射波取

波宽为 12�5ps的高斯脉冲平面波. 空间网格取 2000 格 ,色散

媒质与空气的分界面设在 1000 格上. 同时, 在网格的两端建

立一阶 Mur吸收边界条件[ 10] .

色散媒质与空气分界面的反射系数可从 FDTD计算所得

反射波的时间序列经 DFT变换求得. 反射波时间序列是网格

1001 上每时间步上的总场减去相应时刻的入射波, 经过 DFT

变换即得到频域值, 进而求出反射系数的模值和相位值. N 阶

色散媒质反射系数的数值计算结果(+ )和解析结果(实线)示

于图 2.其模值和相位值都基本吻合,仅在高频部分存在一些

微小的误差,这是由于网格的剖分和 DFT 转换时, 一部分高

频能量丢失所造成的. 可见对于我们所讨论的这两种类型的

色散媒质, 应用 IIR 数字滤波器表征并模拟其特性是正确并

且有效的, 而在此基础上形成的 FD- FDTD方法同样有效.

图 2� N 阶色散媒质反射系数的 FDTD计算结果( + )和解析结果

(实线)

6 � 结论

� � 本文用一组无限冲击响应滤波器( IIR)模拟色散媒质特

性, 采用 DSP 技术确定数字滤波器系数,并对传统 FDTD 方程

进行改进. 提出了采用介电常数和电导系数进行滤波器模拟

并形成色散媒质 FDTD 算法的两种方法, 深入探讨并给出了

新方法的稳定性条件及数值色散关系 .所给出的数值算例验

证了 IIR滤波器用于模拟媒质色散特性的正确性.另一方面,
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模拟了高斯脉冲信号入射空气�N 阶色散媒质分界面的电磁

波瞬态传播情况, 研究表明采用这种基于 DSP 技术的 FD�
FDTD算法能够很好地模拟色散媒质中瞬态电磁波的传播特

性,为色散媒质时域电磁场分析提供了新思路 .
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